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Teorema. Criterio di Nostrøm
Dato il flusso di cassa a0, a1, . . . , an consideriamo il flusso cumulato
non attualizzato all’istante 0 ≤ t ≤ n
At =
t∑
k=0
ak
Diremo flusso di cassa cumulativo il flusso A0, A1, . . . , An. Allora
il flusso a0, a1, . . . , an ha unico tir se il flusso di cassa cumulativo
cambia segno una sola volta e An 6= 0.
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Esempio Acquisto un immobile per 100 000 ¤dopo un mese lo affitto
a 400 ¤ per 4 anni quando lo rivendo ricavo al netto delle tasse 98 500
¤. Inoltre alla fine di ciascuno dei tre primi anni pago tasse per 350
¤
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Esempio Acquisto un immobile per 100 000 ¤dopo un mese lo affitto
a 400 ¤ per 4 anni quando lo rivendo ricavo al netto delle tasse 98 500
¤. Inoltre alla fine di ciascuno dei tre primi anni pago tasse per 350
¤
a0 = A0 = −100 000
a1 = 400, A1 = −99 600
a2 = 400, A2 = −99 200
a47 = 400, A47 = −82 250
a48 = 98 900, A48 = 16 650
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Se x denota il tasso mensile (1 + x)12 = 1 + i il van del progetto e`
R(x) = −100 000 + 400a48|x − 350a3|(1+x)12−1 + 98 500(1 + x)−48
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Se x denota il tasso mensile (1 + x)12 = 1 + i il van del progetto e`
R(x) = −100 000 + 400a48|x − 350a3|(1+x)12−1 + 98 500(1 + x)−48
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0.005 0.010 0.015 0.020
x
-4
-2
rea
Il tir mensile e` x = 0, 00349342 pari ad un tasso annuo
i = (1 + x)12 − 1 = 0, 042736
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La condizione di E. Levi
Utilizziamo una notazione diversa da quella con cui abbiamo presen-
tato i flussi di cassa. Le uscite, che sono le partite negative del flusso,
saranno denotate con la lettera u e saranno numerate in ordine cre-
scente: u1, u2, . . . , us. Le valute delle uscite saranno indicate con la
sequenza temporale t1, t2, . . . , ts.
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La condizione di E. Levi
Utilizziamo una notazione diversa da quella con cui abbiamo presen-
tato i flussi di cassa. Le uscite, che sono le partite negative del flusso,
saranno denotate con la lettera u e saranno numerate in ordine cre-
scente: u1, u2, . . . , us. Le valute delle uscite saranno indicate con la
sequenza temporale t1, t2, . . . , ts.
Le entrate avranno scadenze τ1, . . . , τr, r ∈ N, anche esse sono rappre-
sentate in ordine crescente e denotate da e1, . . . , er. Qui ammettiamo
possibile piu` di una uscita e non facciamo l’ipotesi che le valute delle
uscite debbano precedere le valute delle entrate.
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Il concetto cruciale della condizione di Levi e` quello di scadenza
media aritmetica:
ζu =
t1u1 + · · ·+ tsus
u1 + · · ·+ us
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Teorema Se il flusso finanziario, composto dalle uscite u1, . . . , us
e dalle entrate e1, . . . , er, con le scadenze rispettive t1, t2, . . . , ts e
τ1, . . . , τr e` tale che:
1. la somma delle entrate supera quella delle uscite:
r∑
k=1
ek >
s∑
j=1
uj,
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Teorema Se il flusso finanziario, composto dalle uscite u1, . . . , us
e dalle entrate e1, . . . , er, con le scadenze rispettive t1, t2, . . . , ts e
τ1, . . . , τr e` tale che:
1. la somma delle entrate supera quella delle uscite:
r∑
k=1
ek >
s∑
j=1
uj,
2. la scadenza media aritmetica delle uscite precede la prima entrata:
ζu < τ1,
esiste allora uno ed un solo tasso interno di rendimento dell’operazione
finanziaria.
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Tasso di indifferenza nei Rifinanziamenti
Al tempo t = 0 viene prestata la somma A, per la quale e` previsto un
rimborso, al tasso i, con n rate di importo α = Aαn|i Il contratto di
ammortamento prevede l’esborso di una penale di importo p > 0 in
caso di anticipata estinzione.
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Tasso di indifferenza nei Rifinanziamenti
Al tempo t = 0 viene prestata la somma A, per la quale e` previsto un
rimborso, al tasso i, con n rate di importo α = Aαn|i Il contratto di
ammortamento prevede l’esborso di una penale di importo p > 0 in
caso di anticipata estinzione.
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Al debitore converra` pagare la penale, se puo` ottenere un nuovo fi-
nanziamento, detto rifinanziamento, ad un tasso minore, in modo che
le rate a rimborso della somma rifinanziata, pari al debito residuo piu`
la penale, calcolate in modo che il numero complessivo di rate non
cambi, siano inferiori alle rate iniziali.
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tale per cui le rate rifinanziate sono identiche alle rate originali.
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Al debitore converra` pagare la penale, se puo` ottenere un nuovo fi-
nanziamento, detto rifinanziamento, ad un tasso minore, in modo che
le rate a rimborso della somma rifinanziata, pari al debito residuo piu`
la penale, calcolate in modo che il numero complessivo di rate non
cambi, siano inferiori alle rate iniziali.
In questo modo si individua un tasso, detto tasso di indifferenza,
x < i tale per cui le rate rifinanziate sono identiche alle rate originali.
Questo tasso funge da break even, nel senso che per il debitore sono
convenienti tutte le proposte di rifinanziamento con tassi < x e non
sono convenienti quelle a tassi > x.
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Se m < n e` l’epoca del rifinanziamento, la condizione di indifferenza
e` espressa dalla formula:
(δm + p)αn−m|x = α. (1)
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Se m < n e` l’epoca del rifinanziamento, la condizione di indifferenza
e` espressa dalla formula:
(δm + p)αn−m|x = α. (1)
Usando la variabile ausiliaria v = (1 + x)−1 (1) assume la forma:
f(v) := αvn−m+1 − (p+ δm + α) v + p+ δm = 0 (1b)
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Se m < n e` l’epoca del rifinanziamento, la condizione di indifferenza
e` espressa dalla formula:
(δm + p)αn−m|x = α. (1)
Usando la variabile ausiliaria v = (1 + x)−1 (1) assume la forma:
f(v) := αvn−m+1 − (p+ δm + α) v + p+ δm = 0 (1b)
L’equazione (1b) non e` elementarmente trattabile per via algebri-
ca: si deve utilizzare il metodo di Newton per risolverla in modo
approssimato.
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La funzione da iterare e`:
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
(1c)
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La funzione da iterare e`:
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
=
α (m− n) vn−m+1 + p+ δm
α (m− n− 1) vn−m + p+ α+ δm
(1c)
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Esempio
Un prestito di ¤50 000 va ammortizzato in 24 rate al tasso i = 0, 06.
Si dimostri che il tasso di indifferenza relativo all’estinzione in m = 4
con penale di ¤804,40 e` x = 0, 0578608.
13/33 Pi?
22333ML232
Esempio
Un prestito di ¤50 000 va ammortizzato in 24 rate al tasso i = 0, 06.
Si dimostri che il tasso di indifferenza relativo all’estinzione in m = 4
con penale di ¤804,40 e` x = 0, 0578608.
A = 50 000, m = 4, i = 0, 06, α = 3 983, 95 e δ4 = 45 695, 60 che in
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Esempio
Un prestito di ¤50 000 va ammortizzato in 24 rate al tasso i = 0, 06.
Si dimostri che il tasso di indifferenza relativo all’estinzione in m = 4
con penale di ¤804,40 e` x = 0, 0578608.
A = 50 000, m = 4, i = 0, 06, α = 3 983, 95 e δ4 = 45 695, 60 che in
questo caso diventa:
F (v) =
46 500− 79 679 v21
50 483, 95− 83 662, 95 v20
per scegliere il valore iniziale poiche´ i = 0, 06 porta v = 0, 943396,
partiamo da un valore inferiore di i, ad esempio v0 = 0, 952778.
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Quindi:

v1 = F (v0) = 0, 944355,
v2 = F (v1) = 0, 945294,
v3 = F (v2) = 0, 945304,
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v1 = F (v0) = 0, 944355,
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v3 = F (v2) = 0, 945304,
dopo di che l’iterazione si stabilizza.
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Quindi:

v1 = F (v0) = 0, 944355,
v2 = F (v1) = 0, 945294,
v3 = F (v2) = 0, 945304,
dopo di che l’iterazione si stabilizza. In conclusione:
x =
1
v3
− 1 = 0, 0578608.
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Esercizio 4 pag. 140
Il signor Carlo decide di costituire un capitale di ¤5 520 in tre anni
facendo versamenti mensili secondo il piano di accumulo:
(i) primo anno versamenti mensili di ¤120;
(ii) secondo anno versamenti mensili di ¤150;
(iii) terzo anno versamenti mensili di ¤180.
Calcolare il tir dell’operazione.
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Siccome stiamo costituendo un capitale uguaglio, al tasso incognito
mensile x il montante dei versamenti al capitale “target”
5 520 = 120(1 + x)24s12|x + 150(1 + x)
12s12|x + 180s12|x
Posto r = 1 + x posso scrivere
5 520 = 120
r36 − r24
r − 1 + 150
r24 − r12
r − 1 + 180
r12 − 1
r − 1
divido per 30 i due lati dell’equazione
184 = 4
r36 − r24
r − 1 + 5
r24 − r12
r − 1 + 6
r12 − 1
r − 1
184 = 4r24
r12 − 1
r − 1 + 5r
12r
12 − 1
r − 1 + 6
r12 − 1
r − 1
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
moltiplico i due lati per r − 1
184(r − 1) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)
pongo
f(r) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)− 184(r − 1)
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quindi
184 = (4r24 + 5r12 + 6)
r12 − 1
r − 1
moltiplico i due lati per r − 1
184(r − 1) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)
pongo
f(r) = (4r24 + 5r12 + 6)(r12 − 1)− 184(r − 1)
F (r) = r − f(r)
f ′(r)
= r − (r
12 − 1) (4r24 + 5r12 + 6)− 184(r − 1)
12 (4r24 + 5r12 + 6) r11 + (r12 − 1) (96r23 + 60r11)− 184
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Prendo r = 1, 005 osservo che f(1, 005) = 0, 0555597 non e` un valore
abbastanza vicino. Provo r = 1, 003 che porta f(1, 003) = 0, 00369843
quindi faccio partire l’iterazione.
F (1, 003) = 1, 00196 F (1, 00196) = 1, 001514
F (1, 001514) = 1, 00139 F (1, 00139) = 1, 00138
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Prendo r = 1, 005 osservo che f(1, 005) = 0, 0555597 non e` un valore
abbastanza vicino. Provo r = 1, 003 che porta f(1, 003) = 0, 00369843
quindi faccio partire l’iterazione.
F (1, 003) = 1, 00196 F (1, 00196) = 1, 001514
F (1, 001514) = 1, 00139 F (1, 00139) = 1, 00138
Il tasso ottenuto e` mensile: lo devo convertire in annuo i = r12 − 1 =
0, 0166863
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Operazioni finanziare aleatorie
Criteri di scelta fra progetti i cui flussi di cassa sono legati a eventi
aleatori
• criterio del valore medio
• criterio dell’utilita` attesa
• criterio della dominanza stocastica
• criterio media-varianza
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Richiami
Se X e` una variabile aleatoria su uno spazio di probabilita` finito (Ω,P)
Ω = {ω1, . . . , ωn} la media (valore atteso) di X e`
E(X) =
n∑
i=1
X(ωi)P(ωi)
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Richiami
Se X e` una variabile aleatoria su uno spazio di probabilita` finito (Ω,P)
Ω = {ω1, . . . , ωn} la media (valore atteso) di X e`
E(X) =
n∑
i=1
X(ωi)P(ωi)
Se X assume i valori distinti {x1, . . . , xm} allora
E(X) =
m∑
i=1
xiP(X = xi)
Si dimostra che se X, Y sono due variabili aleatorie e a, b ∈ R
E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y )
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Se f : R → R e` una funzione reale di una variabile reale e X e` una
variabile aleatoria allora la composizione f(X) : Ω→ R e` anche essa
una variabile aleatoria. Il suo valore atteso e`
E(f(X)) =
n∑
i=1
f(X(ωi))P(ωi)
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Se f : R → R e` una funzione reale di una variabile reale e X e` una
variabile aleatoria allora la composizione f(X) : Ω→ R e` anche essa
una variabile aleatoria. Il suo valore atteso e`
E(f(X)) =
n∑
i=1
f(X(ωi))P(ωi)
o anche
E(f(X)) =
n∑
i=1
f(xi)P(X = xi)
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Prodotto di variabili aleatorie
Siano X, Y variabili aleatorie rispettivamente con valori {x1, . . . , xn},
{y1, . . . , ym}. La variabile aleatoria prodotto ha valori xiyj per i =
1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Consideriamo gli eventi Eij = {X = xi, Y =
yj} che ripartiscono Ω in sottoinsiemi dove XY ha valori xiyj su Eij.
Si ha
E(XY ) =
n∑
i=1
m∑
j=1
xiyjP(X = xi, Y = yj)
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Prodotto di variabili aleatorie
Siano X, Y variabili aleatorie rispettivamente con valori {x1, . . . , xn},
{y1, . . . , ym}. La variabile aleatoria prodotto ha valori xiyj per i =
1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Consideriamo gli eventi Eij = {X = xi, Y =
yj} che ripartiscono Ω in sottoinsiemi dove XY ha valori xiyj su Eij.
Si ha
E(XY ) =
n∑
i=1
m∑
j=1
xiyjP(X = xi, Y = yj)
Nella situazione particolare in cui X e Y sono indipendenti si ha che
E(XY ) = E(X)E(Y )
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Varianza e deviazione standard
Se X ha valore atteso finito µ la varianza di X e`
σ2X = Var(X) = E
(
(X − µ)2)
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Varianza e deviazione standard
Se X ha valore atteso finito µ la varianza di X e`
σ2X = Var(X) = E
(
(X − µ)2)
la deviazione standard e` la radice positiva della varianza
σX = SD(X) =
√
Var(X)
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Teorema
Se X ha valore atteso finito µ allora
1. Var(X) = E(X2)− µ2 = E(X2)− [E(X)]2
2. se a ∈ R Var(aX) = a2Var(X)
3. se X e Y sono indipendenti Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y )
4. se c ∈ R Var(X + c) = Var(X)
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Covarianza
Se X e Y sono variabili aleatorie a media finita, allora la loro cova-
rianza e` definita da
σX,Y = Cov(X, Y ) = E [(X − µX)(Y − µY )]
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Covarianza
Se X e Y sono variabili aleatorie a media finita, allora la loro cova-
rianza e` definita da
σX,Y = Cov(X, Y ) = E [(X − µX)(Y − µY )]
1. Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )
2. Cov(X, Y ) = Cov(Y,X)
3. Cov(X,X) = σ2X
4. se X e` costante (σX = 0) allora Cov(X, Y ) = 0
5. Cov(aX + bY, Z) = aCov(X,Z) + bCov(Y, Z)
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La varianza non e` un operatore lineare, quindi le due quantita`
Var(aX + bY ) e aVar(X) + bVar(Y )
non sono uguali
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La varianza non e` un operatore lineare, quindi le due quantita`
Var(aX + bY ) e aVar(X) + bVar(Y )
non sono uguali
Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y)
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Coefficiente di correlazione
Per prima cosa osserviamo che vale la disuguaglianza
|Cov(X, Y )| ≤ σXσY
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Definizione
Se X e Y hanno media e varianza finite il loro coefficiente di correla-
zione e`
ρX,Y =
Cov(X, Y )
σXσY
27/33 Pi?
22333ML232
Coefficiente di correlazione
Per prima cosa osserviamo che vale la disuguaglianza
|Cov(X, Y )| ≤ σXσY
Si ha uguaglianza nelle particolari situazioni in cui X oppure Y e`
costante o se esistono due numeri a, b ∈ R per cui Y = aX + b
Definizione
Se X e Y hanno media e varianza finite il loro coefficiente di correla-
zione e`
ρX,Y =
Cov(X, Y )
σXσY
Evidentemente si ha che −1 ≤ ρX,Y ≤ 1
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Variabili non correlate
Due variabili aleatorie sono dette non correlate se ρX,Y = 0.
Sono dette correlate positivamente se ρX,Y = 1
Sono dette correlate negativamente se ρX,Y = −1
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Teoria del Portafoglio
Roman: Mathematical Finance, Springer 2004 Cap. 2
Per semplicita` considereremo un modello con due soli tempi t = 0
tempo iniziale e t = T tempo finale.
Ogni titolo ai ha un valore iniziale Vi(0) e un valore finale Vi(T )
Un Portafoglio e` una collezione di n ∈ N titoli a1, . . . , an posseduti
con una determinata proporzione.
Formalmente si tratta di una n-upla ordinata di numeri reali
Π = (ϑ1, . . . , ϑn)
in cui ϑi e` il numero di unita` possedute del titolo ai
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ϑi < 0 e` una short position: cioe` la vendita del titolo con l’aspetta-
tiva che il suo prezzo cali nel futuro
30/33 Pi?
22333ML232
ϑi < 0 e` una short position: cioe` la vendita del titolo con l’aspetta-
tiva che il suo prezzo cali nel futuro
ϑi > 0 e` una long position: cioe` l’acquisto del titolo con l’aspettativa
che il suo prezzo aumenti nel futuro
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ϑi < 0 e` una short position: cioe` la vendita del titolo con l’aspetta-
tiva che il suo prezzo cali nel futuro
ϑi > 0 e` una long position: cioe` l’acquisto del titolo con l’aspettativa
che il suo prezzo aumenti nel futuro
Il peso wi del titolo ai e` la percentuale del titolo in portafoglio al
tempo t = 0
wi =
ϑiVi(0)
n∑
j=1
ϑjVj(0)
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ϑi < 0 e` una short position: cioe` la vendita del titolo con l’aspetta-
tiva che il suo prezzo cali nel futuro
ϑi > 0 e` una long position: cioe` l’acquisto del titolo con l’aspettativa
che il suo prezzo aumenti nel futuro
Il peso wi del titolo ai e` la percentuale del titolo in portafoglio al
tempo t = 0
wi =
ϑiVi(0)
n∑
j=1
ϑjVj(0)
Ovviamente w1 + · · ·+ wn = 1
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Rendimento
Il rendimento Ri del titolo ai e` definito dall’equazione
Vi(T ) = Vi(0)(1 +Ri) =⇒ Ri = Vi(T )− Vi(0)
Vi(0)
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Rendimento
Il rendimento Ri del titolo ai e` definito dall’equazione
Vi(T ) = Vi(0)(1 +Ri) =⇒ Ri = Vi(T )− Vi(0)
Vi(0)
Siccome il valore di un titolo al tempo T e` una variabile aleatoria, tale
e` il suo rendimento Ri. Ha senso quindi considerare valore atteso e
varianza del rendimento. Il rendimento atteso del titolo ai si denota
con
µi = E(Ri)
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Il rendimento del portafoglio Π e` definito come la somma pesata dei
rendimenti di ciascun titolo
R =
n∑
i=1
wiRi
32/33 Pi?
22333ML232
Il rendimento del portafoglio Π e` definito come la somma pesata dei
rendimenti di ciascun titolo
R =
n∑
i=1
wiRi
Ad esempio se un portafoglio e` costituito da due soli titoli con pesi
0,25 e 0,75 e rendimenti dell’ 8% e del 4% il rendimento del portafoglio
e`
0, 25× 0, 08 + 0, 75× 0, 04 = 0, 05 = 5%
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Per linearita` il valore atteso del rendimento dell’intero portafoglio Π
e`
µ =
n∑
i=1
wiµi
